TD1 - Manipulations algébriques 1

O. White
September 10, 2018

1. Manipulations numériques simples. Simplifier au maximum:

(a) 2 (b) 25— (20+7) +1 (c) d
() Vo (e) VO () L+1

(g) VV16 (h) V27 (i) 3sinz + 2cosx + 4sinw
() (V8 v2)? (k) VO.01 M) VZx V2

(m) vV2+ V2 (n) V8+ V18 (o) V29

() (V3-52+V3(9-V3)  (q) (-276x37)" x (3)”

2. Manipulations algébriques simples. Condenser au maximum, éventuellement en factorisant:

(a) a+ (bxc) (b) a—(b—¢) (¢) (3a—2)(—2a+5)
(d) a®+a® (e) a? x b + 2a? H1+4Q-2)—1—-2)1+2)
(8) (=2)° (h) (z =1z ~2)(x +1) (i) (a*)” b —a’

3. Factoriser et simplifier au maximum:

(a) ab—ac+ ad (b) ab+b

() (x—1)Bz+5)+ (x—1)(2z +4) (d) 92%(z +2) — 3z(x + 2)
(e) a®>+9 (f) a®> -2 (g) 81b* — k?

(h) z—2+z(2—2x) (i) (x—6)>—2(x+1)(6 —x)+ 72— 223

4. Simplifier les fractions et réduire au maximum en évitant les racines carrées au dénominateur:

(a) 2Xb (b) o (c) &
(d) %ﬁ'ﬁl (e) ZZibz (£) él— o
®) s+3 (h) ¢=% ) 7
2 50 49\2
. 1 1 = (a®°—a)
0) =1~ v 19 - (=) W
by/a+avb
(m) Vb+va



1. Correction:
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TD2 - Manipulations algébriques 2 et équations

O. White
October 2, 2018

1. Résoudre les équations du premier degré suivantes:

(a) dx+2=1 (b) 3z —2=a+7 (¢) Te+2=bzx+1+2zx+1
(d) ax+b=0 (e) 3z +1=2x—1 f) 22 +z+1=(z+1)(z—1)
(g) mx —2x =5 (h) zv2 ++v2 =32 (i) e2vVT+4=2V3+4

(j) 5(z+2)+ 2z =3(x+5)+2 k) z—1=3

2. Résoudre les systemes suivants:

r+y=1 r+2y=9 20 -5y +8=0
(@) {3x—5y:—21 (b) {3x—2y:3 (c) {x—?y—l5=0
@ 2 — 5y +8=0 © (1+V2)z—y=1+2

r—Ty—15=0 (1-V2)y=+v2-3z

3x +4y — bz = —6
(f) ¢2x+3y—42z=-5
—2x+3y—4z=3

3. Les polynomes du second degré de la forme az? + bx + ¢ se factorisent en a(z — x1)(z — x2) avec x1 et z2
les deux racines (si elles existent dans IR). Donner les conditions sur les cas suivants et leurs expressions
en fonction de a, b et ¢ :

(a) Pour qu’il y ait 2 racines  (b) Pour qu’il y ait 1 racine

(¢) Pour qu’il n’y ait pas de racine
(d) Quelle interprétation géométrique peut-on attribuer au coefficient a?

4. Trouver les racines, s’il y en a:

(a) 22 — 4o +4=0 (b) 922+ 122 +4=0 () 22—-9=0
(d) 22+1=0 (e) 2r+1)2—(2x—1)2=0

f) (x+2)2+Bz+3)(z—1)=0 (g) 922 —4=0
(h) gt> +bt+c=0 (i) 22 =2

() (z+2)(3 - ) +2(z — 3)(2z — 5) =0



1. Correction:

(a) =3 (b) §
(@ -t (e) -2
(8) =2 (h) 2
0) 1 (k) 3
2. Correction:
(a) (—2,3) (b) (3,3)
(d) (Y, -24 () (-%,%)

3. Discuter en fonction du signe du discriminant:

4. Correction:

b

(a) 2 (b) 1
(d) 252 (e) gqre
(g) = (h) 2%
(i) o (k) —a*
(m) Vab
5. Correction:
(a) 2 (b) —3
(d) @ (e) 0
(g) :t% (h) —b+ 21;2*4gc
(i) 3,4



TD3 - Sommes et produits

O. White
September 23, 2018

1. Evaluer les expressions suivantes:

4 4 3

(@) Y i (b) > (1+i) (€) Y (2i+1)~"
=1 1=0 1=0
7 2 3 . 3 7 .

@ Y 4] CHMI CDMI
§1 izl j=1 izl ]1:1

(2) > _(-D'i+1)? () J]# ORIDIET))
1=0 =1 1=135=0

2. Développer et résoudre:
1 0

@ [[@-i)=0 (b) Y (@ +2i)=0

=0 i=—2

3. Lors d’'une compétition de ski, Tom réalise 3 descentes en slalom. Les temps mis pour chacune des
descentes sont 2 min 45 s, 3 min 1 s et 2 min 41 s. Quel est le temps moyen par descente ?

4. Donner une série statistique:
(a) de 6 masses dont la moyenne est égale a 65 kg.
(b) de 6 tailles dont la moyenne vaut 160 cm et dont les valeurs extrémes sont 140 cm et 185 cm.
(¢) de 6 distances différentes dont la moyenne est égale & 650 km.

5. Compléter chaque série statistique de telle sorte que la moyenne indiquée soit exacte.

Série 1 10 17 Moyenne :| 15
Série 2 13 2 8 4 Moyenne : 8
Série 3 100 170 45 Moyenne :| 75




6. Calculer la moyenne pondérée de chacune des séries statistiques suivantes, en arrondissant au dixieme si
nécessaire.

=

al Valeur 15 35 50 75 | 100 Valeur 03 | 0,8 1.5 | 44 | 0,1
Effectif 3 2 5 2 1 Effectif 2 5 9 1 10

7. Cinq personnes réalisent la méme épreuve en des temps différents: 10h 12 min 15 s (personne 1), 0,31 jour
(personne 2), 11,23 h (personne 3), 33432 s (personne 4), ﬁlo an (personne 5). Quelle est la moyenne des
durées (en heures) ?

8. Théorie des 80 km/h. Quel est le temps perdu par un automobiliste hypothétique qui parcourt 50km de
nationale avec la nouvelle législation en vigueur ?

9. Réalité des 80 km/h. Pour se rendre & son travail, un employé suit le parcours suivant en voiture. Il quitte
le centre ville sur une distance de 2,5 km ou sa vitesse moyenne est de 45 km/h. Il arrive ensuite hors
agglomération ou il parcourt un trongon routier de 13 km sur nationale dont la vitesse est limitée & 80 km /h.
Il emprunte ensuite une portion de voie rapide sur 14 km (limitée & 110 km/h). Pour arriver & destination,
il lui reste 800 m a parcourir dans un zoning industriel (40 km/h & cause des ronds-points). Combien de
temps a-t-il perdu (choisissez 1'unité la plus appropriée) entre I’ancienne et la nouvelle législation ?



. Correction:

(a) 10
(d) 12
(g) —27

. Correction:

(a) (0,1)

. 2min 29 s

. NA
. NA

. Correction:

(a) 47.31
. 10.03 h

. 75 hsoit 250 s

. 65 s soit 5%

(b) 0.87
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TD4 - Notions trigonométriques et vectorielles élémentaires

O. White
October 2, 2018

1. Remplir le tableau ci-dessous avec les valeurs des fonctions trigonométriques.

N
w| H
v
N
[ =]
=

sin x

cOs X

tan x

2. Utiliser le cercle trigonométrique rappelé ci-dessous pour réduire les fonctions suivantes avec un argument

contenu dans le premier quadrant:

(c) cos(§ — =)
(f) tan(z + %)
() tan(~2 ")

Ravon du cercle = 1

Angle X en degrés ou en radians
-lesinX<+1
-l<cosX<+1

-00 <tan X <+ 00




3. Expliquer géométriquement pourquoi tan(%) = +-oo.

4. Trouver la valeur de la variable indiquée dans chacun de ces triangles rectangles et appliquer le théoréme
de Pythagore pour vérifier vos résultats.

3T

10.

13.

16.

5. Démontrer la formule fondamentale trigonométrique sin?z + cos?z = 1 en appliquant le théoréme de
Pythagore dans le cercle trigonométrique.



—_— 1
E F
M
& 5 4 3 2 a1 O 1 2 3 4
14
. i
D K

6. Manipulations géométrique et algébrique de vecteurs:

(a) Donner les coordonnées des points A, B, M et K

(b) Donner les coordonnées des vecteurs ﬁ, ﬁ, m, D—I>{ et Iﬁ)
(c) Utiliser deux vecteurs au choix pour créer le vecteur B

(d) Calculer les coordonnées du vecteur EF' + KD +Y

(e) Calculer la distance entre D et K (||17(||) et entre A et L (||ﬁ||)
(f) Calculer les produits scalaires DK - B?, EF-CY et Y7 -MA



. Voir internet ou tables.

. Correction:
(a) —sin(z) (b) cos(z)
(d) cos(z) (e) sin(z)
(g) — cos(x) (h) —cos(z)
(i) 3(cos(x) — sin(z))

. Axe des tangentes est parallele & ’axe des sinus.

. Correction:
(a) 15sin38 (b) 8sin26
(d) 37cos4l (e) 38tan1h
. NA
. Correction:

(d) (4,1 (¢) |DE]|=6,||AL|= VI3

(c) sin(z)
(f) cot(x)
(i) — cot(x)

- 0O

(¢) 23cos49
(f) 43tan35

(c) ex.: GH+HZ

(f) 0,2,8



TD5 - Résolution de problemes et méthode
O. White

October 2, 2018

1. Quelle est la hauteur d’une tour qui donne 36 metres d’ombre lorsque le soleil est élevé de 37,5 deg
au-dessus de ’horizon 7 On donnera cette hauteur au metre pres.

\H\“x
-
e B

N

Er—:'dj_, ...... \\'».

s

[t =

I S

@ 37,5° /™
B 36 m C

2. Quelle est la largeur de la bande qui permet de partager un champ rectangulaire en deux parties de méme
aire 7 Certains paysans avaient une solution simple, a savoir : “Le quart de la différence entre le raccourci
pour traverser le champ et ce qui longe le champ”. Commenter cette solution en la comparant a votre
réponse.




3. L’atomium est un monument situé en Belgique et érigé lors de ’exposition universelle de 1958. Il représente
un cristal de fer aggrandi 165 milliards de fois. Sa structure est cubique (voir figure ci-dessus). A chaque
sommet est positionnée une sphere. La neuvieme spheére se situe au centre du cube. Si la longueur d’une
aréte est ¢, quelle est la distance qui sépare la sphere centrale de 'une des spheres extérieures 7

4. On place une bille sphérique de rayon & cm dans un récipient cylindrique de rayon R; = 8 cm. On souhaite

savoir pour quelle(s) valeur(s) du rayon z la bille affleure & la surface de ’eau si on verse le contenu d’un

verre d’eau dans le récipient. Le verre d’eau a un rayon Re = 4 cm et une hauteur h = % cm.

5. Quelle est la plus grande aire possible d’un rectangle inscrit dans un cercle de rayons R 7



. 28 m.

.=

T2 2
L*li%, avec L = longueur et | = largeur.

cVv3
c2

. Résoudre %77:103 — 27 R2z + mR3h, on trouve 2 solutions dont une est 5 cm.

. 2R?



TDG6 - Dérivées et intégrales

O. White
October 2, 2018
1. Rappeler 'intuition des concepts de fonction, dérivée et primitive au moyen de la figure gauche ci-dessous.

Nlustrer les concepts géométriques sous-jacents de (dé)croissance, extremum, courbure, point d’inflexion.
Considérer la fonction f(x) = 23 — 4x et calculer ses dérivées premiere et seconde (figure droite).

Derivative Integral
(Ilf(/\) jf(x) dx
dx
f(a) donne la L'intégrale de f(x) entre
d fix) pente de la x=b et x=c donne l'aire

tangente a f(x)
au point a.

sous la courbe entre

d.\' xX=a ¢ .
j fix)dx ces points.

i:

fix) fix) _
_410_.-
a X —» b ( X =
2. Avec 'aide des formules rappelées ci-dessous (C € IR),
Regles principales
Fonction Dérivée Primitive
a 0 axr +C
T 1 %2 +C
z™ nx™ 1 75:11 +C
e e e +C
Inz % zlne —xz+C
cos T —sinzx sine + C
sin x Ccos T —sinx + C

dériver analytiquement les fonctions suivantes:

(a) 37 (b) T —x (¢) mx+2

(d) 3z -4 (e) % (f) 42” —22* +1
(g) 3t (h) 5y/x (i) sinz + 3cosw
() e



3. Calculer les intégrales suivantes:

(a) [y a*dx (b) Jy 2zd (¢) [ (sina + cosz)da
(d) [, (32 +2)de () [M(Az + B)dx @) [ + ya)da

4. Tracer chacune des fonctions suivantes et tracer également les dérivées premiere et seconde:

T (b) f(z)=sinzx
3x+2, sizé€[—00,2]
8, six € [2,4+00]

(a) f(z)
(c) f(x) (d) f(z) = 422



. NA

. Correction dérivées:

(a) 0 (b) —1 (c) w
(d) 3 (e) —=% (f) 2825 — 8a®
() (2,51)2 (h) 2\% (i) cosz — 3sinx
(.]) 363171

. Correction intégrales:
(a) & (b) 25 (c) O
(d) 4 (e) A 4+ Bb— 42 4B (f) et — 13

. NA



C’est quoi, une dérivée ?
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C’est quoi, une dérivée 7

Expliquez le a votre petite soeur

C'est quoi une dérivée?
Eh bien, c’est simple : c’est la limite du taux d’accroissement.

Euh ...

Oui, le nombre dérivé d’une fonction f en un point a, c’est lim

r—a

f(z) — f(a)
r—a
Enfin du moins quand c’est réel.

Euh ...
Tu comprendras quand tu seras plus grande ...

Mais en vrai, c'et quoi une dérivée ?

1) Une pente

Qu’est-ce qu’une dérivée ?

Sur les routes, on peut voir parfois : « attention, descente de 10% ». Cela veut dire que,
lorsqu’on parcourt une distance de 100 metres (mesurés sur la carte), on descend de 10

metres en altitude. La pente de la route est de 10%, c’est-a-dire —, c’est-a-dire 0, 1.
En fait, pour distinguer les descentes des montées, on dira qu’en descente la pente est
de —0,1 et qu’en montée elle est de 0,1. C’est un des aspects de la notion de dérivée :

en gros, la dérivée du profil de la route (les altitudes), c’est la pente.

Mais cette notion ne s'applique que si la pente est constante, c'est-a-dire si le profil
est droit (rectiligne)! Que se passe-t-il si le profil est courbe ? En chaque point de la route,
la pente est différente! Comment calculer la pente en chaque point?

Eh, bien, on triche un peu. On fait semblant de croire que la route a un profil droit
dans une petite portion autour du point. C’est effectivement & peu pres le cas si le
profil n’est pas trop fortement courbé, et si on se restreint a des points tres voisins.
On calcule alors la pente comme précédemment, mais sur une toute petite distance.
Par exemple sur la route précédente, quand on avance de 10 cm, on descend de 1 cm,
quand on avance de 1 cm, on descend de 1 mm.

Mais on ne peut pas mesurer des distances aussi petites avec précision, et sur une
route, en plus!

C’est 1a qu’il faut sortir de la physique pour faire des mathématiques, qui raisonnent
sur des objets abstraits, « idéaux », sans se soucier des conditions pratiques de mesure.
Pour simplifier, supposons que la route n’a pas de virages. Il faut supposer aussi qu’on
connait exactement le profil de la route, par exemple sous forme de formule. Admettons
qu’a partir d’un certain point considéré comme origine (le kilometre 0) on sache calculer
exactement 1’altitude de tout point de la route, en repérant chaque point par sa distance
(en metres) au point origine (distance sur la carte, c’est-a-dire en projection dans une
vue de dessus comme dans Google Earth ou Geoportail).

Par exemple, supposons que altitude soit le millieme du carré de la distance (il vaut
mieux ne pas aller trop loin sur une route comme ga ...). Quelle serait la pente au point
qui se trouve a une distance de 50 metres de 'origine ?

r02

=2,5.
. . 1000 ) ,
Mais en quelle unité, en meétres carrés? Ca n'a pas de sens!

Déja I'altitude serait de

Pardon, pour étre plus précis j'aurais da dire : si la distance vaut x metres,
2

x
1000
Donc laltitude est de 2,5 metres. Avancons maintenant de 10cm. La distance devient

I'altitude vaut metres.

50,12
50, 1, laltitude devient 10’%, qui vaut 2,51001

0,01001 metre. Donc sur cette petite portion de 10 cm, en admettant que le profil est

1001
% = 0,1001 (on calcule le

(valeur exacte). Donc on a monté de

rectiligne (ce qui est faux), on obtient une pente de

variation d’altitude

rapport : .
PP variation de distance

En langage de code de la route, c’est une pente de 10% (& peu pres).

Mais c'est arbitraire d'avoir choisi 10 cm! Et si j'avais voulu choisir autre chose, 20
cm par exemple, ou 1 cm, on n'aurait pas trouvé la méme pente!

Non c’est vrai, pour 20 cm on trouve une pente de 0,1002 et pour 1 cm on trouve
0,10001 (et pour 1 m on trouve 0,101). Il ne s’agit en fait que d’une pente moyenne
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2

égal & (en litres).

Quel serait le débit au bout d’une minute ?
)2

1000"

conde, le volume deviendra

Le volume serait soit 3,6 litres. Si on laisse couler ensuite pendant une se-

612 3,721 — 3,6
1000" soit 3,721. Le débit moyen sera alors ————, soit

0,121 litres par seconde. Si on considere une seconde comme une durée petite, alors cela
sera en gros le débit instantané au bout d'une minute

Parfait, mais on sait maintenant qu’avec la notion de dérivée on peut profiter de
formules mathématiques toutes faites, démontrées par les mathématiciens. Ici, c’est

exactement la méme formule que dans I'exemple de la pente de la route, donc c’est la

d 2 % 60
* 90 _0,12.

2
meéme dérivée : 1000 = 500" Ici d = 60, donc le débit instjcmtar.lé vaut 1000
Ta valeur de 0,121 est finalement une assez bonne approximation.

3) Une vitesse

Imaginons une voiture qui roule sur une route droite (c¢’est-a-dire sans virage). Pour
éviter de confondre le probleme avec celui de la pente d’une route, supposons aussi que
la route est horizontale (mais ga n’intervient pas). Supposons que la voiture part du
kilometre 0 a Iinstant 0. Au bout d’un temps ¢, elle a parcouru une distance d, et sa

vitesse moyenne est —

En gros, la dérivée de la distance parcourue, c’est la vitesse.

Mais cette notion ne s'applique que si la vitesse est constante! Que se passe-t-il si
ce n'est pas le cas? A chaque instant, la vitesse est différente! Comment calculer la vitesse
a chaque instant?

C’est toujours la méme question, on pourrait aller plus vite ...

Oui, d’accord. Si a l'instant ¢ on est a la distance d, on calcule ou on sera un petit
instant plus tard, par exemple a I'instant ¢ + h avec h petit. Si cette distance est e, alors la

. . , € . sz
vitesse moyenne sur la petite durée h sera , et comme h est petit, on peut considérer

que c'est quasiment la vitesse instantanée a l'instant ¢
Oui, et comment peut-on faire pour calculer exactement la vitesse instantanée 7

Eh bien il faudrait connaitre la formule qui donne la distance en fonction du temps,
et appliquer les fameuses formules démontrées par les mathématiciens pour calculer la
dérivée.
Parfait

Et a quoi ¢a sert, tout ca?

A quoi sert une dérivée ?

1) Calculer de maniére approchée une variation d’une grandeur
a partir de sa dérivée en un point

Les exemples précédents montraient comment calculer la pente d’une route a partir de
son profil, le débit d’un robinet a partir du volume écoulé, la vitesse d’une voiture a
partir de la distance parcourue.

Mais suivant les conditions, certaines grandeurs ne sont pas faciles & mesurer pratique-
ment (par exemple le profil, le volume). Dans certaines situations, il est plus facile de
mesurer directement la grandeur qui correspond a la dérivée. Par exemple, il existe des
débitmetres pour mesurer le débit (c’est utile en particulier pour les personnes asthma-
tiques).

Par exemple, si on apprend que le débit est de 0, 1 litre par seconde a un instant ¢, alors
on pourra dire qu’en gros, a partir de cet instant, une seconde plus tard il se sera écoulé
0,1 litre. Il se peut que le débit ne soit pas constant, et alors cela ne sera pas la valeur
exacte, mais c’est une approximation raisonnable car une seconde est un petit intervalle
pour ce genre de débit.

Plus généralement, connaitre la dérivée d’une fonction en un point permet de trouver
une approximation de la variation de cette fonction sur un petit intervalle.

2) Remplacer localement une courbe par une droite

Etudier une courbe est souvent plus difficile qu’étudier une droite. Pour faciliter I’étude
d’une courbe au voisinage d’un point (par exemple une route dont le profil est courbe),
on peut remplacer la courbe par la droite qui correspondrait a une route dont le profil
serait rectiligne, avec comme pente la pente de la route en ce point (donc la dérivée
du profil). On peut montrer que cette droite est celle qui approche le mieux la courbe
au voisinage du point. L’avantage est qu’on simplifie, mais 'inconvénient est qu’on n’a
plus les valeurs exactes.

3) Calculer la formule d’une fonction a partir de celle de sa
dérivée

Par exemple, les théoréemes mathématiques permettent de dire que si, a tout instant ¢,
la vitesse est égale a 2t , alors la distance parcourue est égale & t2.

4) Calculer la formule d’une grandeur a partir d’une relation
entre cette grandeur et sa dérivée

Certaines lois de la nature s’expriment par des relations entre une grandeur (qu’on peut
exprimer comme une fonction du temps) et sa dérivée.
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Par exemple, il peut exister une loi qui dit qu’une certaine fonction est égale & la moitié
de sa dérivée. Des techniques mathématiques permettent alors de retrouver exactement
la formule de cette fonction.

On arrive a trouver une description précise du phénomene a partir de la loi générale qui
cause le phénomene.

Conclusion

Finalement, peux-tu me dire ce qu’est une dérivée ?
Oui, je crois que j'ai compris : la dérivée d'une fonction f sur un intervalle I est la fonction
qui, a tout nombre a de T associe I'unique nombre m (s'il existe) tel que :

Ve>0, Ja>0,Veel, 0<|z—a|<a= M—m <e
T —a

Finalement, c’est assez simple.
Euh ...

Tu comprendras quand tu seras plus grand ...
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sur la portion de route considérée.

Mais alors quelle est la VRAIE pente au point considéré ?
On ne va pas l'obtenir directement, mais de plus en plus précisément, en prenant une
portion de route de plus en plus petite :

portion ‘ 1 0,1 0,01 0,001 0,0001
pente ‘ 0,101 0,1001 0,10001 0,100001 0,1000001
On peut démontrer plus généralement que, si la portion vaut 10~ (ce qui peut étre treés

—n
1000
d’aussi pres qu’on veut de 0,1 pourvu qu’on choisisse une portion suffisamment petite.
On considérera alors cette valeur de 0,1 comme la « vraie » valeur de la pente au
point considéré. C’est la valeur limite vers laquelle tend la pente moyenne quand on
considere des portions de route de plus en plus petites.

petit quand n est grand), alors la pente vaut 0,1 + Donc la pente se rapproche

Et si on veut calculer la pente en un autre point, par exemple au point qui se trouve a 1
km de I'origine, il faut refaire tous ces calculs?

Heureusement non, parce que les mathématiciens les ont faits une fois pour toutes et
les ont résumés dans des formules (du moins lorsque la formule qui définit le profil de
la route n’est pas trop compliquée).

1
2 avec a = ——. Un théoréme dit

1000
alors que la pente correspondant au point x est 2az. Vérifions avec I’exemple précédent :

1 100
2 =——=0,1. Cest bi .
X 1000 x 50 1000 0,1. C’est bien ¢a

Pour 1 km, z = 1000 metres, donc la pente est 2 x

Ici, par exemple, le profil de la route est de la forme az

x 1000 = 2, c’est-a-dire une

pente de 200 %. Une telle route ferait un angle de plus de 60 degrés avec ’horizontale,
ce n’est pas réaliste.

Finalement, c’est quoi une dérivée?

Pour étre complet, on doit dire « dérivée d’une fonction », et il faudrait définir

précisément ce qu’est une fonction. Ici, la fonction c’est le procédé de calcul qui permet
2

de trouver 'altitude en fonction de la distance : si la distance est z, l'altitude est 1000°

La dérivée d’une fonction de ce type (altitude calculée en fonction de la distance), c’est
une autre fonction qui permet de calculer la pente en tout point. Ici, si la distance est

x
z, la pente est —

500
La pente en tout point ... donc on peut savoir quelles sont les portions de route qui
montent et celles qui descendent.
Oui, mais pour que les mots « monter » et « descendre » aient une signification il faut
bien préciser le sens de parcours : ici on suppose qu’on part du point zéro et qu’on

s’en éloigne. 11 suffit alors d’étudier le signe de la dérivée : partout ou la dérivée (la
pente) est positive, la route monte et partout ot la dérivée est négative la route descend.

Et donc on peut savoir ou il y a des cols rien qu'en connaissant la dérivée !

Oui, un col se caractérise par le fait qu'on y arrive en montant et qu’on en repart
en descendant. Du point de vue de la route, c’est un sommet, un maximum. Cela se
produit si la dérivée est positive avant et négative apres.

Et quelle est la pente au col ?
Elle est nulle : 0 %. Le col est « horizontal» (mais ce n’est qu’en un point).

2) Un débit

Imaginons un robinet qui remplit une baignoire (sans fuites) avec un débit constant. Le
débit d’un robinet peut s’exprimer par exemple en litres par seconde. Quand ce débit
est constant, I’eau s’écoule régulierement, et le débit se calcule en divisant le volume
d’eau qu’il y a dans la baignoire par le temps qu’il a fallu pour remplir ce volume. Par
exemple, s’il faut 20 secondes pour remplir un litre, on a un débit de 0,05 litre par
seconde.

En gros, la dérivée du volume c’est le débit.

Mais cette notion ne s'applique que si le débit est constant, c'est-a-dire si le robinet
coule régulierement ! Que se passe-t-il si ce n'est pas le cas? A chaque instant, le débit est
différent ! Comment calculer le débit a chaque instant ?

Eh, bien, on triche un peu. On fait semblant de croire que le débit est constant pendant
une petite durée autour de I'instant considéré. C’est effectivement a peu pres le cas si
I’écoulement n’est pas trop irrégulier, et si on se restreint a des instants tres voisins.
On calcule alors le débit comme précédemment, mais pour une toute petite durée. Par
exemple pour la baignoire précédente, sur une durée de 0,1 seconde, la quantité d’eau
qui s’écoule est de 0,005 litres, soit 5 millilitres. C’est un débit moyen, mais comme
c’est sur une petite période de temps, on peut considérer que c’est a peu pres le débit
instantané.

Mais on ne peut pas mesurer des quantités aussi petites avec précision, et dans une
baignoire, en plus!

C’est 1la qu'’il faut sortir de la physique pour faire des mathématiques, qui raisonnent
sur des objets abstraits, « idéaux », sans se soucier des conditions pratiques de mesure.
Il faut supposer qu’on connait exactement ’écoulement du robinet, par exemple sous
forme de formule. Admettons qu’a partir d’un certain instant considéré comme origine
(instant 0 : le moment ol la baignoire est vide et ol on ouvre le robinet) on sache
calculer exactement le volume d’eau dans la baignoire a tout instant. Par exemple,
supposons que, si on appelle d la durée depuis U'instant 0 (en secondes), le volume soit
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. La distance terre/lune est de 384400 km. Combien de temps environ met la lumiere pour voyager de la
lune vers la surface de la Terre 7 Méme question mais a partir du soleil, situé lui a 152 millions de km ?

. Estimer le nombre de personnes que 'on peut placer dans la tribune d’un stade de football, sachant que
le terrain mesure 100 m x 75 m.

. Une manifestation a été mesurée comme faisant 2 km de long. Estimez le nombre de personnes qui y
participaient.

. On exprime la vitesse v et 'accélération a d’'un corps par les équation suivantes, ou t représente le temps.
Spécifier les unités SI des coefficients dans chaque équation:

(a) v=Av (b) v = At®> — Bt (c) a = Av + Bt?
(d) v=At> - Bt +/C (e) a=4Y — Ba (f) a = Av?

. ’impulsion se définit soit comme une masse multipliée par une variation de vitesse, soit par une force
multipliée par un temps. Dans le premier cas, les unités sont kg x m x s~! et dans le second N X s.
Démontrer que ces unités sont équivalentes.

. L’expression v = y/2ghm nous donne la vitesse d’impact d’une masse m lachée d’une certaine hauteur h
dans le champ gravitationnel de la terre. Est-elle correcte 7

. Si vous vous souvenez bien de votre cours de seconde, on exprime la force d’interaction gravitationnelle
entre deux corps de masses m; et mo, distants de d par la relation F' = % Quelles sont les unités SI

de la constante de gravitation universelle G ?

. Réaliser les calculs suivants en convertissant le résultst final dans les unités du SI:

(a) 61 = 32°59'50.8", 0y = 42°12'19.7", 0 — 0y =
(b) 2,425L + 2, 352dm? + 3,10 x 103¢m? =
(c) 1,75m?2 4+ 12,3cm? + 4, 1dm? = (d) 5mmol x em™3 =
(e) 1.75rad + 5° =



10.

Un segment effectue une rotation de 35° en 0,2s. Quelle est la valeur de la vitesse angulaire moyenne en
rad/s ?

Calculer la masse d’'une sphére creuse d’un rayon extérieur Ry = 11 c¢cm et d’un rayon intérieur Ry = 6
cm. La densité du métal est d = 8, 6.



© N>

10.

. Un peu plus d’une seconde, 8 minutes.

Si le terrain mesure 100 m x 75 m, on peut estimer la taille de la tribune & 100 m x 37,5 m par exemple
pour que les spectateurs du fond ne soient pas beaucoup plus loin du terrain que ceux de devant. On a
donc une surface de 3750 m? ; & raison de 3 personnes par m?, on obtient environ 10000 places.

Une double voie classique fait 6 m (2x3) de large; on a donc une surface de 6 x 2000 = 12 000 m? occupée
par la manifestation. Avec le méme ordre de grandeur que précédemment pour la densité (2 & 3 personnes
par m?), on trouve environ 30000 personnes.

. Correction:

(a) Sans dimension (b) [A] = ms™*, [B] = ms~? (c) [A] = s~ [B] =ms™*
(d) [A] =ms™3, [B] = ms™2, [C] =m?s™2 (e) A et B sans dimension
(f) [A]=m™

NA

~~

Non car les dimensions ne sont pas celles d'une vitess (ms~'kg'/?)

[G] = m3s™2kg~!

Correction:
(a) 9°12'20" =9, 12deg (b) 7.8771 (c) 1,79223m?
(d) 105,27 deg

3,05 rad/s.

izd (R} — R3)
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Ce TD est laissé ouvert pour aborder toute notion jugée importante et survolée lors des 7 TD précédents.



Back to the sixties...

Exercices supplémentaires
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